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Abstract: Wick’s theorem 1n statistical mechanics is proved directly by using the commutation
rules

Nous proposons une démonstration du théoréme de Wick généralisé 1)
concernant la valeur moyenne, au sens de la mécanique statistique, d’un produit
d’opérateurs de création et d’annihilation de bosons ou de fermions. Ce théoréme
est 4 la base d’un développement du potentiel de Gibbs en termes de diagram-
mes, analogue a celui de Goldstone pour [I'énergie de I'état fondamental

L’opérateur statistique p du systéme non perturbé est un produit d’opéra-
teurs p,, relatifs & chaque état %k, commutant les uns avec les autres:

e~BEm,
Pr = Tr e—PEam’

kY

oll

Ny = Myt N,
et

E, = ¢—4,

&, étant I'énergie de I'état % et A le Potentiel chimique. Les opérateurs 7 et 5t
suivent les régles de commutation habituelles. Nous poserons

mt] = mmt—enty,
ou ¢ est égal 4 41 ou 4—1 suivant que 7 est un opérateur de boson ou de
fermion.

11 s’agit de calculer Tr{abcd . . . efp}, ol abed . . . ef est un produit quelconque
de 2n opérateurs de création ou d’annihilation. Un tel produit n’a d’éléments
diagonaux dans le nombre total de particules que §’il contient autant d’opéra-
teurs de création que d’annihilation. Pour un nombre impair d’opérateurs la
trace considérée est donc nulle. Nous allons montrer que si le théoréme est vrai
pour tout produit de 2(n—1) opérateurs, il est vrai auss: pour 2n opérateurs.

En commutant successivement a avec les opérateurs b, c, . . . f, nous obtenons
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Tr{abed . . . efp}
= Tr{{abled . . . efp}+e Tr {blacld . . . efp} )
+ Tri{bclad] ... efp}+ ... +Tribed . . . e[af]p} ()
+¢& Tr{bcd . . . efap}.

Les crochets du type [ab] sont des nombres purs égaux 4 1, —1 ou 0, que 'on
peut faire sortir des traces. D’autre part, il est aisé de démontrer les égalités
suivantes:

e~#Emy t — e~PEey te B
e By — etPEry e~PEwm
d’oli Pon déduit
prixt = e PErptp,
pr = €™, p.

Dans la derniére trace du second membre de I'égalité (1), nous pouvons donc
remplacer ap par paet?%, en choisissant e?F ou e~#F suivant que a est un opéra-
teur de création ou d’annihilation; E est l'énergie relative 4 l'opérateur a.
Nous avons donc

Tr{bed . . . efap} = e Tr{abcd . . . efp}.

Portons ce résultat dans I’égalité (1), faisons passer au premier membre le
dernier terme du second membre et divisions par 1—ee*#E. Nous obtenons

Tr{abcd . . . efp}

b
= I—T—_I:L:e—iﬁ'fr{cd ... efp}
+e i:[i:g]mﬁ{bd. . efo} (2)
+ ...
+ it[g,g]iT_ETr{de‘ . . ep}.

Nous définissons maintenant la contraction de deux opérateurs a et b par
I'égalité

.y b

S )

1—ge*fE

oi1 E est I'énergie relative 4 'opérateur a. Cette contraction n'est différente de
zéro que dans les deux cas suivants:
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1°) @ est un opérateur de création, soit 7,':

M5t ] —é€ 1

T‘ ) = _ et
KL 1—ce #Ee 1—ge fE efEr__¢

2°} a est un opérateur d’annnihilation, soit #,:

[77:1] _ 1
1—eefPr 1 _—gefEr

M Mt =
L’égalité (2) s’écrit alors sous la forme
Tr{abcd . efp}
=a'b Tr{cd. .efp}+eac Tr{bd ... efp}
+ad Tribc.. efp}+ ..
4 a f Tr{bed ..ep}

Les traces du deuxiéme membre de cette égalité contiennent 2{n—~1) opérateurs;
si le théoréme de Wick est supposé vrai jusqu’a cet ordre, nous reconnaissons au
second membre les systémes de contractions du produit de 2n opérateurs a,
b,c, d, ...e f, qui contiennent successivement a'd’, a'c’, . ., a'f.

(3)
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