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A b s t r a c t :  Wink's theorem in statmtmal mech~mcs ts proved dtrectly by using the commutataon 
rules 

Nous proposons une d~monstration du th6orSme de Wick g~nSralisfi 1) 
concernant la valeur moyenne, au sens de la m~canique stafistlque, d 'un produit 
d'opfirateurs de cr6ation et d'annitnlation de bosons ou de fermions. Ce thfior~me 
est k la base d 'un d~veloppement du potenfiel de Gibbs en termes de diagram- 
rues, analogue ~ celui de Goldstone pour l'dnergie de l'6tat fondamental 

L'opdrateur statlstlque p du syst6me non perturb6 est un produit d'op~ra- 
teurs Pk, relatifs ~ chaque dtat k, commutant  les uns avec les autres: 

e--#E~nk 

Pk -- Tr e -#E~'~' 
oh 

et 
n~ = r /~ t~ ,  

e k 6tant l'~nergm de l'~tat k et 2 le l~oten£iel chimlque. Les op~rateurs ~7 et ~Tt 
suivent les r~gles de commutation habituelles. Nous poserons 

~}~t] = r/~t--~r/t~, 

oh e est ~gal ~ + 1 ou ~-- I  suivant que ~ est un op~rateur de boson ou de 
fermion. 

I1 s'agit de calculer Tr{abcd...  e/p}, oh abed. . ,  e/est un produit quelconque 
de 2n op6rateurs de creation ou d'annihilation. Un tel produit n 'a  d'616ments 
dlagonaux dans le nombre total  de particules que s'fl contient autant  d'op6ra- 
teurs de creation que d'annihilation. Pour un hombre impair d'op6rateurs la 
trace consid~r6e est donc nulle. Nous allons montrer que si le th~or~me est vrai 
pour tout prodmt de 2(n-- l )  op~rateurs, il est vrai aussl pour 2n op~rateurs. 

En commutant  successivement a avec les op6rateurs b, c . . . .  /, nous obtenons 
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T r { a b c d .  . . e /p)  

= T r { [ a b ] c d . . .  e ] p } + e  Tr { b [ a c ] d . . .  e /p)  (1) 
-}- T r { b c [ a d ]  . . . e / p } +  . . . + T r { b c d .  . . e [a / ]p}  

+ e  T r { b c d  . . . e /at ,} .  

Les crochets du type [ab] sont des hombres purs ~gaux ~ 1, - - I  ou O, que l'on 
peut faire sortxr des traces. D'autre part, il est ais~ de d~montrer les ~galit~s 
smvantes: 

e-PE*nk ~kt ~ e-Pg,~ltte-#g,n,,  

e -#g~nk ~ ~ e+ .Sg~  e-,OE~nt,, 

d'ofi l'on d~duit 

w/kt = e-#E~Tktp, 

p~a = e+PE*~/k p. 
Dans la derni~re trace du second membre de l'6gaht~ (1), nous pouvons donc 
remplacer ap  par p a e  ~ z ,  en choisissant e pn ou e -;E suivant que a est un ol~ra- 
teur de creation ou d'annihilation; E est l'6nergie relative A l'op~rateur a. 
Nous avons donc 

T r { b c d .  . . e /ap}  -~  e ~:B~ T r { a b c d .  . . e[p}. 

Portons ce r~sultat dans l'~galit~ (1), faisons passer au premier membre le 
dernier terme du second membre et divisions par 1--ee ~ .  Nous obtenons 

T r { a b c d .  . . e[p} 

 ab] 
-- l _ ~ e : ~ T r { c d . . ,  eJp} 

+ r  [ac] Tr{bd e/p} (2) 
I -- ee  :LeE " " 

[a/] T r { b c d  . ep}. 

Nous d~finissons maintenant la contraction de deux op~rateurs a et b par 
l'~galit~ 

a" b" = ~ab ] 
l - - ~ e  :~-pE ' 

oh E est l'~nergie relative ~t l 'op~rateur a. Cette contraction n'est diff~rente de 
z~ro que clans les deux cas suivants: 
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1 °) a est un op6rateur de cr6ation, soit ~/~t: 
[r/~tr/~] --~ 1 

rht ' rh" = l_~e_aE,  - :  l_ee_pe~ -- e a ~ _ e  

2 °) a est un  op6rateur d 'annni lulat ion,  solt ~/~: 

r/~'r/~t'-- l _ e e a E  j --  l _eep~  k 

L'6galit6 (2) s'6crlt alors sous la forme 

Tr{abcd  e[p} 

= a'b" T r { c d . .  e / p ) + e a ' c "  T r { b d . . .  e/p} (3) 
+ a d ' T r { b c . .  e / p } + . .  

+ a ] ' T r { b c d  . . eo}. 

Les traces du deuxi~me membre  de cette 6galit6 contlennent  2 (n--  1) op6rateurs; 
sx le th6or~me de Wick est suppos6 vrai  jusqu '~ cet ordre, nous reconnaissons au 
second membre  les syst~mes de contract ions du produi t  de 2n op6rateurs a, 
b, c, d . . . .  e, ], qui cont iennent  successivement a" b', a" c', . ., a" f .  
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